Nona Edigao 


CAPITULO 


MECANICA VETORIAL PARA ENGENHEIROS. 


ESTATICA 


J Jj *5 *5 J 

RlissbJJ Johj-JsiDUj J j*, 

Abhjs dy Au\z\: 

J, WcjJi: OJ^r 
Ts&Ssis '.tech Uj-jjyyrsliy 


Forgas em Vigas e Cabos 



©2010 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 


Introducao 

Forcas Internas em Elementos 
Problema Resolvido 7.1 
Diversos Tipos de Carreaamento 
e de Apoio 

Esforco Cortante e Momentoo 
Fletor em uma Viaa 
Problema Resolvido 7.2 
Problema Resolvido 7.3 
Relagoes entre Carreaamento. 
Esforco Cortante e Momento 
Fletor 




Problema Resolvido 7.4 
Problema Resolvido 7.6 
Cabos com Caraas 
Concentradas 

Cabos com Caraas Distribuidas 
Cabo Parabolico 
Problema Resolvido 7.8 


Catenaria 


dicao 


m: 


o 

3 

0 > 




Mecanica Vetorial para Engen 

Introdugao 



• Os capitulos anteriores lidaram com: 

a) A determinagao das forgas externas que atuam em uma estrutura e 

b) A determinagao das forgas que mantem unidos os varios elementos que 
formam uma estrutura. 

• Neste capitulo, preocupa-se com a determinagao das forgas internas 
(ou seja, que produzem tragao/compressao, cisalhamento e flexao) 
que mantem unidas as varias partes de um dado elemento. 

• Sera dada especial atengao a dois importantes tipos de estruturas de 
engenharia: 


a) Vigas - geralmente sao elementos prismaticos longos e retos, projetados 
para sustentar cargas aplicadas em varios pontos ao longo do elemento. 


b) Cabos - sao elementos flexiveis capazes de resistir apenas a tragao, 
projetados para suportar cargas concetradas ou distribuidas. 
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Forgas Internas em Elementos 




O elemento reto AB esta em equilibrio sob 
a aplicagao de duas forgas Fe-F. 

As forgas internas equivalentes afe-F sao 
necessarias para o equilibrio dos corpos li- 
vres AC e CB. 

O elemento AD, sujeito a agao de multiplas 
forgas, esta em equilibrio sob a agao das 
forgas provenientes do contato com o cabo 
CD e com os elementos CF e BE. 

Forgas internas equivalentes a um sistema 
forga-binario sao necessarias para o equili- 
brio dos corpos livres JD e ABCJ. 

Um sistema forga-binario interno e necessa- 
rio para o equilibrio de elementos sob a 
agao de duas forgas que nao sao retos. 
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Determine as formas internas (a) 
no elemento ACF no ponto J e 
(b) no elemento BCD em K. 



SOLUgAO: 

• Determinamos as reagoes de apoio e as 
forgas que atuam em cada elemento. 

• Cortamos o elemento ACF em J. As 
formas internas em J sao representadas 
pelo sistema forga-binario equivalente, 
o qual e determinado considerando-se o 
equilibrio de cada parte. 

• Cortamos o elemento BCD em K. 
Determinamos o sistema forga-binario 
equivalente as forgas internas em K 
aplicando as condigoes de equilibrio a 
cada uma das partes 
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Problema Resolvido 7.1 


SOLUgAO: 




• Calculamos as reagoes de apoio e as forgas nos 
elementos. 

Considerando a estrutura inteira como um corpo 
livre: 

IM £ =0: 

-(2400NX3,6m)+F(4,8m) = 0 F = 1800N 

TF y = 0 : 

-2400N + 1800N + £ y =0 £^=600^ 



7-6 


dicao 


Mecanica Vetorial 




Problema Resolvido 7.1 


1.2 m 


.4 m- 



B x B 


Ax A 


2.7 m ; 

By 




Considerando o elemento BCD como um corpo livre: 

ZM b =0: 


- (2400 NX3,6m)+C v (2,4 m) = 0 C v = 3600 N 


2> c =0: 


- (2400 NXl,2 m) + B y (2,4 m) = 0 B y = 1 200 N 


2X=0: -B x +C x =0 


Considerando o elemento ABE como um corpo livre: 

XiW A =0: B JC (2,4m) = 0 B„ =0 


X 


'L F x= 0: B x~ A x=° 


A x =0 


TF y = 0 : 


-Ay+By +600N = 0 Ay = 1800N 


iaoo n A partir do elemento BCD , 


X^x=0: 


— 5^ + Cj — 0 


c x = 0 
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Problema Resolvido 7.1 



1 2(H) N 36(H) N 24(H) N 



B K C D 



• Cortamos o elemento ACF em J. As forgas internas 
em J sao representadas pelo sistema forga-binario 
equivalente. 

Considerando o corpo livre AJ temos: 

IW; =0: 

-(l800NXl,2m)+M=0 


M = 2160Nm 



Z^*=0: 

F-(l800N)cos41,7° = 0 

TF y = °: 

—V +(l800N)sen41,7° = 0 


F =1344N 


V = 1197N 
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Problema Resolvido 7.1 



1200 N 36(H) N 24(H) N 



• Cortamos o elemento BCD em K e determinamos 
o sistema forga-binario equivalente as forgas 
internas em K. 


Condiderando o corpo livre BK temos: 


ZM K = 0 : 

(1200 N)(l,5 m)+ M = 0 


M =-1800N-m 


0 : 


F= 0 



Z^=°: 

-1200N- V = 0 


V = -1200N 
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Diversos Tipos de Carregamento e de Apoio 



(a) Cargas concentradas 



( b ) Carga distribuida 


• Viga - elemento estrutural projetado para sustentar 
cargas aplicadas em varios pontos ao longo de seu 
comprimento. 

• Uma Viga pode estar submetida a cargas concen- 
tradas ou cargas distribuidas ou a uma combina- 
gao de ambas. 

• O projeto de uma viga consiste em um processo de 
duas etapas: 

1) determinar os esforgos cortantes e os momentos 
fletores produzidos pelas cargas aplicadas; 


2) selecionar a segao reta mais adequada para resis- 
tir aos esforgos cortantes e momentos fletores. 
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Diversos Tipos de Carregamento e de Apoio 


Vigas 

estaticamente 

determinadas 



(a) Viga simplesmente apoiada 



|- L -I 


(b) Viga apoiada com extremidade ^ ^ *? a em balanco 

em balan^o 




Vi ? as I 7 

estaticamente Mr 

indeterminadas | I 

r — *r ^2 *1 

(d)\ iga continua 



(e) Viga fixada em uma extremidade </) v »ga engastada nas duas 
e apoiada na outra extremidades 


• As vigas sao classificadas de acordo com o modo como sao 
apoiadas. 


• As reagoes de apoio das vigas serao estaticamente 
determinadas se os apoios envolverem apenas tres 
incognitas. Caso contrario, as reagoes serao estaticamente 
indeterminadas. 
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Esforgo Cortante e Momentoo Fletor em uma Viga 



Deseja-se determinar o momento 
fletor e o esforgo cortante em qualquer 
ponto de uma viga sujeita a cargas 
concentradas e distribuidas. 



Determinamos as reagoes de apoio 
tratando a viga inteira como um corpo 
livre. 

Cortamos a viga em C e tragamos 
diagramas de corpo livre para AC e 
para CB. Por convengao, os sentidos 
positivos para sistemas forga-binario 
intemos sao os mostrados ao lado. 




Considerando o equilibrio de cada uma 
das partes, determinamos M e V ou M’ 
e V\ 
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Diagramas de Esforgo Cortante e de Momento Fletor 



As variagoes do esforgo e do mo- 
mento fletor ao longo da viga po- 
dem ser representadas por meio de 
graficos. 

Determinamos as reagoes de apoio. 




• Cortando a viga em C e conside- 
rando o elemento AC temos: 

V = +P/2 M = + Px/ 2 

• Cortando a viga em E e conside- 
rando o elemento EB temos: 

V = -P/2 M = + P{L - x)j 2 

Para uma viga sujeita somente a 
cargas concentradas , o esforgo cor- 
tante e constante e o momento fle- 
tor varia linearmente entre as 
cargas. 
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Trace os diagramas de esforgo 
cortante e de momento fletor para a 
viga e o carregamento mostrado. 



SOLUgAO: 

• A partir do diagrama de corpo livre da 
viga inteira, encontramos as regoes em 

B qD. 

• Encontramos sistemas forga-binario 
internos equivalentes para os corpos 
livres formados pelo corte da viga em 
ambos os lados dos pontos de aplicagao 
de carga. 

• Plotamos os resultados. 
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Is! 

VW* j" 


40 kN 

jil i 




D 


!i 2l*l3 4^15 6 \‘ 

■46 kN ! 


14 kN 


20 kN 


20 kN 


!Mr 


V7 


20 kN 


20 kN 


^ 4fikNy 


V, 


46 kN 


40 kN 


I 


1\U 


46 kN' 


V, 


20 kN 


40 kN 




V* 


46 kN 


SOLUgAO: 

• A partir do diagrama de corpo livre da viga inteira, 
encontramos as regoes em B eD. 

• Encontramos sistemas forga-binario internos equivalentes 
nas segoes em ambos os lados dos pontos de aplicagao de 
carga. 

Z F y = 0 : — 20kN— Vj =0 

ZM 2 = 0: (20kNX0m)+M 1 =0 

De maneira analoga, 

V 3 = 26 kN M 3 =-50kN-m 

V" 4 = 26 kN M 4 = 28kN-m 

V 5 =-14kN M s = 28kN-m 
V, = -14 kN M. = 0 
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Problema Resolvido 7.2 






Plotamos os resultados. 

Deve-se observar que o esforgo 
cortante e constante e o momento 
fletor varia linearmente entre cargas 
concentradas. 
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- 30 cm 


! Trace os diagramas de esforgo cortante 
e de momento fletor para a viga AB. A 
carga distribuida de 72 N/cm estende- 
se por 30 cm sobre a viga, de A ate C, e 
h a carga de 1.800 N e aplicada em E. 



SOLUgAO: 

• As reagoes em A e B sao determinadas 
tomando-se a viga inteira como um 
corpo livre. 

• Determinamos os esforgos intemos nas 
segoes dos segmentos AC, CD e DB. 

• Plotamos os resultados. 


7- 17 


mz 

0.0 

0 =» 

o 


Mecanica Vetorial para Engen 

Problema Resolvido 7.3 




SOLUgAO: 

• As reagoes em Ac B sao determinadas tomando- 
se a viga inteira como um corpo livre. 

TM a = 0 : 

B, (80 cm)- (2. 160 NXl5 cm)- (l .800 NX55 cm) = 0 




I 2.160 N 



B y = 1.642,5 N 

ZM s =0: 

(2. 160 NX65 cm)+ (l .800 NX25 cm)- A(80cm) = 0 

A = 2.317,5 N 



• Observagao: A carga de 1.800 N em E pode ser 
substituida por uma forga de 1 .800 N e um bina- 
rio de 18.000 N-m em D. 
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■30 cm- 


15 cm 



35 cm- 


18.000 N. m 


Determinamos os esforgos internos nas segoes dos 
segmentos AC, CD e DB. 


12x\ 


2.317,5 N 


U— *- 


C 2 D 



B 


i.8oo n 1.642,5 n De A ate C: 



1 



itk 

0 m I 


V = 2.317,5 -72jc 


XM x =0: - 2.317, 5x-12x(\x)+M =0 


2.160 N 

- 6 


De C ate D: 


M = 2.317, 5x-36C 



2.317.5 N 


|M 


Y,F y =0: 2.317, 5-2.160-V = 0 


V = 157,5 N 


XM 2 =0: -2.317, 5jc + 2.160(x-15)+M=0 


M = (32.400+ 157 ,5jc)N •cm 
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2.317,5 



— 30 cm“» 
72 N/cm 


15 cm 


■35 cm 1 


18.000 N-cm 


1.642,5 


N 



• Determinamos os esforgos internos nas 
segoes dos segmentos AC, CO e DB. 


De D ate B : 





Z^y=0 : 2.317,5 - 2.160-1. 800-V = 0 


V =-1.642,5 N 


IM 2 =0: 


- 2.317,5jc + 2. 160(jc - 15)- 18.000 + 1 ,800(jc - 45)+ M = 0 

Af = (131.400 -1.642, 5+) N •cml 
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•+ — 30 cm 


35 cm- 


18.000 N*cm 


15 cm 


B 


1.642.5 


N 


Plotamos os resultados. 

De A ate C: 

V = 2.317,5-72* 

M =2.317,5x-36x 2 
De C ate Z): 



V= 157,5 N 

M = (32.400 + 157 ,5 jc) N • cm 

De D ate B: 

V = -1.642,5 N 

M = (131. 400 -1.642, 5x) N •cm 
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Relagoes entre Carregamento, Esforgo Cortante e Momento Fletor 


w 


A L 



Relagoes entre carregamento e esforgo cortante: 
V-(V + AV)-wAx = 0 


i b dv av 

= Inn = -w 


w Ax 


dx Ax-^0 Ax 

X D 

V D -V C = - 1 wdx = -(area sob a curva de carregamento) 


tv 


V 


Ml 


C C' 



M + AM 


-Ax 


A 


V + AV 


Relagoes entre esforgo cortante e momento fletor: 

Ax 

(M +AM )—M —VAx + wAx— = 0 
— = lim — = lim (y-lwAx:)=y 

dx Ay^O Ax Ay->0 1 




M d - M c = | V dx = (area sob a curva de carregamento) 
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Relagoes entre Carregamento, Esforgo Cortante e Momento Fletor 


W 


X 


n 

T 

T. 








X 



B 



Para a viga ao lado temos: 

• Reagoes de apoio: Ra = r b = 

• Curva de esforgo cortante: 


wL 


X 


V -V A = - J vt ' dx - - 
0 


wx 


T/ T/ WL 

V = V A - wx = wx = w 


(L } 
x 

U J 


Curva de momento fletor: 

M-M a = \vdx 

0 

M - f w{— - x dx = — (Lx - x 2 ) 

o U J 2 V 7 

wL 2 f 
V 


^max = 


8 


,, dM 
M, em = V 

max t 

dx 


= 0 
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90 kX 54 kX 22.5 kX/m 



SOLUgAO: 

• Considerando a viga inteira como um corpo 
livre, determinamos as reagoes de apoio. 

• Entre os pontos de aplicagao de cargas con- 
centradas, dV/dx = -w = 0, ou seja, o esfor- 
go cortante e constante. 

• Entre D e E o esforgo cortante varia linear- 




Trace os diagramas de esforgo 
cortante e de momento fletor 
para a viga e o carregamento 
mostrados na figura. 


mente devido ao carregamento uniforme. 

• Entre os pontos de aplicagao de cargas con- 
centradas, dM/dx-V - constante. Logo, a 
variagao no momento fletor e igua a area sob 
a curva de esforgo cortante entre esses pontos. 

• Com uma variagao linear do esforgo cortante 
entre D e E, o diagrama de momento fletor e 
uma parabola. 
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Problema Resolvido 7.4 




SOLUgAO: 

• Considerando a viga inteira como um corpo 
livre, determinamos as reagoes de apoio. 

HM a = 0 : 

£>(7.2 m)-(90 kN)(l,8 m)-(54 kNX4,2 m) 
-(54kNX8,4m) = 0 

D = 117kN 



ZF y =0: 

A y -90 kN -54 kN + 1 17 kN -54 kN = 0 

A f = 81 kN 


• Entre os pontos de aplicagao de cargas concentra- 
das, dV / dx = —w = 0. 

• Entre D e E o esforgo cortante varia linearmente 
devido ao carregamento uniforme. 
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Problema Resolvido 7.4 




Entre os pontos de aplicagao de cargas con- 
centradas,<iM /dx — V — constante. Logo, a 
variagao no momento fletor e igual a area sob 
a curva de esforgo cortante entre esses pontos. 

M b -M a = +145,8 M b =+145,8 kN-m 
M c -M b =- 21,6 M c =+124,2 kN-m 
M d -M c =-189 M d = -64,8 kN • m 
~M d = +64,8 M £ =0 


• Com uma variagao linear do esforgo 
cortante entre D tE, o diagrama de 
momento fletor e uma parabola. 
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SOLUgAO: 




• A varia^o no esfor90 cortante entre A e B e igual 
ao inverso da area sob a curva entre aqueles 
pontos. A curva de carregamento linear resulta em 
uma curva de esforgo cortante parabolica. 

• Como entre B e C a viga nao esta carregada, nao 
ha varia9ao no esfor90 cortante entre esses pontos. 




Esboce os diagrama de esfor90 
cortante e de momento fletor 
para a viga em balan9o mostra- 
da na figura. 


A varia9ao no momento fletor entre A eB e igual a 
area sob a curva de esfor90 cortante entre os dois 
pontos. A curva parabolica do esfor90 cortante re- 
sulta em uma curva cubica para o momento fletor 


• A varia9ao no momento fletor entre 5eCe igual a 
area sob a curva de esfor9o cortante entre os dois 
pontos. A curva constante do esfor9o cortante re- 
sulta em uma curva linear para o momento fletor. 
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SOLUgAO: 

• A variagao no esforgo cortante entre A e B e igual ao 
inverso da area sob a curva entre aqueles pontos. A 
curva de carregamento linear resulta em uma curva 
de esforgo cortante parabolica. 



• Como entre B e C a viga nao esta carregada, nao ha 
variagao no esforgo cortante entre esses pontos. 


7 - 28 


mz 

0.0 

0 =» 

o 


Mecanica Vetorial para Engen 

Problema Resolvido 7.6 




• A variagao no momento fletor entre Ae5e igual a 
area sob a curva de esfor 90 cortante entre os dois 
pontos. A curva parabolica do esforgo cortante re- 
sulta em uma curva cubica para o momento fletor 


v 


L 


. __ _ ciM 

em A, M A = 0, = V = 0 

dx 



M b - M a - -^wqcl 2 M b = -^wqci 2 

M c - M B = - \ w^a(L - a) M c =-^w^a{3L-a) 

• A variagao no momento fletor entre B e C e igual a 
area sob a curva de esfor^o cortante entre os dois 
pontos. A curva constante do esfor 90 cortante resulta 
em uma curva linear para o momento fletor. 


- | w 0 a(3L - a) 
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Cabos com Cargas Concentradas 




• Cabos sao utilizados como elementos estrutu- 
rais em pontes suspensas, linhas de transmis- 
sao, telefericos, cabos de fixa£ao para torres 
elevadas, etc. 

• Para a analise de cabos assumimos que: 

a) cada uma das cargas concentradas esta 
em uma dada linha vertical, 

b) o peso do cabo e desprezivel, 

c) o cabo e flexivel, ou seja, sua 
resistencia a flexao e pequena, 

d) fragoes do cabo entre cargas sucessivas 
podem ser considerada elementos sob a 
agao de duas for£as 


• Desejamos determinar a forma do cabo, 
isto e, a distancia vertical do apoio A ate 
cada um dos ponto de aplica9ao de carga. 
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Cabos com Cargas Concentradas 




Consideremos o cabo inteiro como um corpo livre. 
Como as inclinagoes das partes do cabo presas em 
Ac B nao sao conhecidas, as reaves em A e B de- 
vem ser representadas por dois componentes. 

Assim, ha quatro incognitas e as tres equagoes de 
equilibrio nao sao suficientes para se determina- 
rem as reagoes de apoio. 

Uma equagao adicional e obtida considerando-se 
o equilibrio de uma parte do cabo AD e 
assumindo-se que as coordenadas do ponto D sao 
conhecidas. A equagao adicional e: 

T,m d = o. 

Para outros pontos do cabo, 

2^M C2 = 0 possibilita obter y 2 

^ F x = 0, X F y =0 possibilita obter T x cT y 
T X =T cosO = A x = constante 
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• Para um cabo sustentando um carga distribufda vemos que: 

a) o cabo pende tomando a forma de um curva; 

b) a forga interna em um ponto D e uma forga de tragao 
direcionada ao longo da tangente a curva. 

• Consideremos o diagrama de corpo livre da parte do cabo 
que se estende do ponto mais baixo C ate um dado ponto 
D. As forgas que atuam no corpo livre sao uma forga 
horizontal r fl emCe uma forga tangencial T em D. 

• A partir do triangulo de forgas temos: 

T cos# = r o TsenO = W 

r~o ^ W 

T = tJT 0 2 +W- tan& = — 

^0 



W 



• O componente horizontal defeo mesmo em todo o 
cabo. 

• O componente vertical de T e igual a intensidade W da 
carga medida a partir do ponto mais baixo. 

• A tragao e minima no ponto mais baixo e maxima em A 
e B. 
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Cabo Parabolico 





• Consideremos um cabo que sustenta uma carga uni- 
formemente distribuida ao longo da horizontal. Por 
exemplo, cabos de pontes suspensas. 

• Sendo W = wx a carga sustentada pela parte do 
cabo que vai do ponto mais baixo C ate um ponto D, 
a intensidade e a diregao da forga de tragao em D 
sao obtidas por meio das relagoes: 

T — 7q + w x tan 0 — — 

To 

• Somando os momentos em rela 9 ao a D, temos: 

ZM d = 0: wx*-T 0 y = 0 

ou 9 

wx 

y = — 

27b 


O cabo tem o formato de uma curva parabolica. 
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L 


O cabo AE sustenta tres cargas verticals 
nos pontos indicados. Se o ponto C esta 
1,5 m abaixo do apoio esquerdo, deter- 
mine (a) a eleva9ao dos pontos B e D, e 
(b) a inclinagao maxima e a tragao 
maxima no cabo. 



SOLUgAO: 

• Determinamos os componentes das reagoes 
em A resolvendo duas equates obtidas to- 
mando-se o cabo inteiro como um corpo li- 
vre e somando-se os momentos em relagao 
a E, e tomando-se a parte ABC do cabo 
como um corpo livre e somando-se os 
momentos em relagao a C. 

• Calculamos a eleva9ao de B considerando 
AB como um corpo livre e somando os 
momentos em rela9ao a B. De forma ana- 
loga, calculamos a eleva9ao de D tomando 
ABCD como um corpo livre. 

• Determinamos a tra9ao maxima e a incli- 
na9ao maxima no cabo observando que a 
inclina9ao maxima ocorre no trecho DE. 
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SOLUgAO: 

• Determinamos os componentes das reagoes em A 
resolvendo duas equagoes obtidas tomando-se o 
cabo inteiro como um corpo livre e somando-se os 
momentos em relagao a E , 

2X=°: 

64 -184 +12(27)+ 9(54)+ 4,5(18) = 0 
64-184+891 = 0 

x y 

e tomando-se a parte ABC do cabo como um corpo 
livre e somando-se os momentos em relagao a C. 

IX =0: 

- 1 , 54 - 94 + 3(27) =0 


Resolvendo as duas equagoes simultaneamente, obtemos: 


A x = -81 kN A v = +22,5 kN 

x y 
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• Calculamos a elevagao de B considerando AB como 
um corpo livre e somando os momentos em relagao 
a B. 

(81)- 6(22,5) = 0 


y B = -1,67 m 


De forma analoga, calculamos a elevagao de 



D tomando ABCD como um corpo livre. 

Xm d =0: 

- y D (81)- 13,5(22,5)+ 7,5(27)+ 4,5(54) = 0 



y D = 1,75 m 
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• Determinamos a tragao maxima e a incli- 
nagao maxima no cabo observando que a 
inclinagao maxima ocorre no trecho DE. 


tan 0- 


4,25 

4,5 


0 = 43,4° 


T 


max 


81 kN 
cos^ 


max 


lll,6kN 
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Consideremos um cabo que sustenta um carga unifor- 
memente distribuida ao longo do proprio cabo, por 
exemplo, cabos suspensos sob a agao de seu proprio 
peso. 

Sendo W = ws a carga sustentada pela parte do cabo 
que vai do ponto mais baixo C ate um ponto D, a 
intensidade da forga de tragao em D e dada por: 

T = JTo + w 2 s 2 =wjc 2 + s 2 c = T [ / 

V 0 /w 

Para relacionar a distancia horizontal x ao comprimen- 
to da parte CD do cabo temos: 
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Para relacionar as coordenadas xcy temos: 
dy = dx tan 0 = — dx = — dx = senh — dx 


y 


- c = [ senh — dx-c cosh— - c 


y = c cosh— 
c 

A equagao acima e a equagao de uma catenaria. 
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